Aber das ist gerade so, wie wenn sie sagten, Gott konne bewirken, daf
aus der Natur des Dreiecks nicht folge, daft dessen drei Winkel gleich
zwei rechten seien, was widersinning ist.

BARUCH DE SpPINOZA: Ethik, Erlduterung zu Theorem 17, Korollar 2.

Welche Geometrie gilt?
Prof. Dr. Manfred Lehn

Meine sehr geehrten Damen und Herren,

wenn ich im Rahmen dieser Arbeitstagung iiber Modellbildung und Geometrie
spreche, so wird wohl niemand von mir erwarten, dafs ich Thnen ausgearbeitete Vor-
schlége fiir Unterrichtseinheiten zu diesem Thema vorstelle. Dazu bin ich, der ich ja
nie an einer Schule unterrichtet habe, einerseits nicht kompetent, und andererseits
gibt es schon mannigfache und wohldokumentierte Quellen fiir detaillierte Fallstu-
dien?.

Stattdessen mdochte ich iiber Geometrie und ihre geschichtliche Entwicklung als
einen lang angelegten Modellbildungsprozeft sprechen. In diesem Sinne ist Geome-
trie Modellbildung im Grofien, und zwar im ganz Grofien, sowohl im riumlichen wie
im zeitlichen Sinne. Die Geometrie handelt ndmlich von Modellen fiir die Welt, an-
gefangen von unserer ndchsten Umwelt und Problemen der Feldmessung, fiir die
Erde dann und ihre Vermessung, und beriihrt schliefflich grundsétzliche Fragen
iiber die Struktur des Universums in unermeflich grofien astronomischen wie in
unermeflich kleinen subatomaren Dimensionen. Und der zeitliche Rahmen fiir die-
se Modellbildung ist die gesamte Kulturgeschichte der Menschheit und noch lange
nicht abgeschlossen.

Ich will zunéchst in schnellen Schritten die Geschichte der Geometrie unter dem
sehr eingeengten Blick auf das Parallelenaxiom und das Problem nichteuklidischer,
gekrliimmter und hoherdimensionaler Geometrien durchgehen.

Danach mochte ich kurz erldutern, warum ich glaube, dafs diese Fragen fiir den
Unterricht interessant sind, und so auch diesen Vortrag auf der heutigen Veranstal-
tung rechtfertigen.

Und ich will schlieflich anhand einiger konkreter Beispiele zeigen, daft ich hier
keine Luftschlosser baue, sondern daf es auch im Rahmen des Unterrichts moglich
sein sollte, entsprechend ausgewihlte Fragen anzusprechen.

Das Motto des Vortrags stammt aus den Erlduterungen des siebzehnten Lehrsat-
zes aus der Ethik des BARUCH DE SPINOZA, einem Zeitgenossen LEIBNIZ’, welcher
von der Willensfreiheit Gottes handelt: Gott handelt lediglich nach dem Willen

IDies ist die ausformulierte Fassung eines Vortrags im Rahmen der Lehrerfortbildung zum
Thema Modellbildung im Oktober 2005 an der Johannes Gutenberg—Universitit Mainz mit allen

Bildern und Diagrammen, ergidnzt um einige Fufinoten.
2... worauf Herr Schmidt in seinem Vortrag hingewiesen hat.



seiner Natur und von niemand gezwungen. In der Ethik entwirft SPINOZA ein pan-
theistisches Gottesbild, das zu seiner Zeit auf heftige Ablehnung stiefs und erst bei
GOETHE und in seiner Generation groffen Einfluff gewann. Die Bedeutung des Zi-
tats ist etwa die folgende: Bekanntlich ist die Summe der Innenwinkel des Dreiecks
gleich zwei rechten Winkeln, und dies folgt so notwendig aus den Eigenschaftes des
Dreiecks, daft selbst der Wille Gottes das nicht dndern kénnte. Im Kontext der Phi-
losophie SPINOZAs verschwindet allerdings das theologische Problem, das dadurch
entsteht, dafl hier gleichsam die Allmacht oder der freie Wille Gottes angezwei-
felt werden. Ich habe das Motto nicht vorangestellt, um philosophische Fragen zu
diskutieren, sondern weil mich die Idee amiisiert, daf fiir SPINOZA der Innenwinkel-
satz offenbar einen Wahrheitsgehalt von solcher Unmittelbarkeit hat, daff man die

schwierigsten theologischen Fragen daran messen kann.

1 Die Geschichte der Geometrie im Zeitraffer

Lassen wir die Geschichte der Geometrie in groben Ziigen revue passieren. Wir neh-
men dabei einige Ungenauigkeiten und Verzerrungen der Einfachheit halber und
um des dramatischen Effekts willen hin. Der Hauptheld der Erzéhlung ist das Par-
allelenaxiom.

Ublicherweise wird das Problem der Landverteilung oder der Neuvermessung von
Feldern im alten Agypten nach Niliiberschwemmungen als der Anfang der Geometrie
betrachtet. Sicher kannten die Agypter und Babylonier bereits zahlreiche geometri-
sche Methoden und Lehrséatze. Es blieb den Griechen vorbehalten, die axiomatische
Methode zu erfinden: Prézise Definitionen ersetzen Umschreibungen, die Begriin-
dung entwickelt sich zum Beweis, und Axiome ersetzen Tatsachen. Die Elemente
des EUKLID bilden den klassischen Hohepunkt dieser Entwicklung; sie schliefen die
erste Phase des Modellbildungsprozesses ab.

Gestatten Sie mir eine Zwischenbemerkung: Ich glaube, daf der Modellbildungs-
prozefs, der darin besteht, mentale Bilder und Theorien unserer riumlichen Umwelt
zu entwickeln, viel dlter ist, und zwar in entwicklungsgeschichtlichen Dimensionen.
Ich konnte mir vorstellen, daf grundsétzliche Erkenntnisse {iber unsere Umwelt fest
in unserem Kopf verdrahtet und angeboren sind, und nicht von jedem Kleinkind
neu erworben werden, etwa die Dreidimensionalitit des Raumes, Stetigkeitskon-
zepte, Vorstellungen zur Extrapolation des Raumes um Hindernisse herum usw.
Und wer von unseren affenartigen Vorfahren nicht genug euklidische Geometrie be-
herrschte, um sich in den Baumwipfeln eines tropischen Urwalds von Ast zu Ast
zu schwingen, fiel herunter und brach sich das Genick, bevor sich seine ungeome-
trischen Gene fortpflanzen konnten.?> Wenn dem so wire, wiirde es etwas Licht auf

die Frage werfen, warum sich gekriimmte oder héherdimensionale Rdume so sehr

3Der Gedanke ist vielleicht weder originell noch richtig. Vielleicht habe ich #hnliches einmal

irgendwo gelesen, und ich wiiffte auch gern, ob an dieser Spekulation etwas dran ist.



unserer Vorstellungswelt entziehen, und KANT die Vorstellung vom Raum als vor
aller Erfahrung einstufen konnte.

Doch zuriick zur Geometrie: Hier sind die ersten fiinf Postulate oder Axiome
aus dem ersten Buch der Elemente des EUKLID:

,Gefordert soll sein,

1. dafs man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2. daf man eine begrenzte gerade Linie zusammenhéingend gerade verlingern

kann,
3. dafl man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,
4. daf alle rechten Winkel einander gleich sind,
5. und daf, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien be-
wirkt, daf innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner
als zwei Rechte werden, dann die zwei geraden Linien bei Verlingerung
ins Unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die
zusammen kleiner als zwei Rechte sind.“
Jedes der ersten vier Postulate formuliert eine Alltagserfahrung, eine Binsenweisheit,
und wenn EUKLID schreibt: ,Gefordert soll sein ..., so ist man geneigt zu sagen:
Gut, genehmigt! Klar, mach nur weiter!
Beim fiinften Postulat stimmt das nicht ganz, es unterscheidet sich doch sehr
von den ersten vier. Es ist zun#chst einmal ziemlich kompliziert, so kompliziert, dafs
man zwei- oder dreimal lesen mufs, um zu verstehen, was eigentlich gemeint ist. Hier

hilft eine kleine Zeichnung, an der die Bedeutung klar wird:

Es gibt andere Aussagen, von denen man zeigen kann, daf sie zum Parallelenaxi-
om &dquivalent sind. Eine solche Aussage ist die, daff es zu jeder Geraden und jedem
Punkt aufserhalb der Geraden genau eine Parallele gibt, die durch diesen Punkt ver-
lauft. Es ist natiirlich genau diese Umformulierung, die dem Parallelenaxiom seinen
Namen gegeben hat. Der Innenwinkelsatz ist eine andere, dquivalente Formulierung:
Im ebenen Dreieck ist die Summe der Winkel gleich zwei Rechten. Der Beweis dieses
Satzes ergibt sich daraus, daf man aus dem Parallenaxiom zunichst Aussagen iiber

Stufen- und Gegenwinkel herleitet und dann das folgende Diagramm betrachtet:



Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem 5. Postulat und dem Innenwinkel-
satz besteht darin, dafs der Innenwinkelsatz prinzipiell durch Messung {iberpriifbar,
oder besser: falsifizierbar ist. Aber wie will man entscheiden, ob sich zwei parallel
aussehende Geraden nicht doch irgendwann schneiden?

Es gingen zwei Parallelen ins Endlose hinaus,

zwei kerzengerade Seelen und aus solidem Haus.
Sie wollten sich nicht schneiden bis an ihr seliges Grab:

Das war nun einmal der beiden geheimer Stolz und Stab.
Doch als sie zehn Lichtjahre gewandert neben sich hin,

da wards dem einsamen Paare nicht irdisch mehr zu Sinn.
Warn sie noch Parallelen? Sie wufiten selber nicht,—

sie flossen nur wie zwei Seelen zusammen durch ewiges Licht.
Das ewige Licht durchdrang sie, da wurden sie eins in ihm;

die Ewigkeit umschlang sie als wie zwei Seraphim.

CH. MORGENSTERN: Die zwei Parallelen

Wir halten fest: Um 300 v. Chr. schreibt EUKLID in Alexandria die Elemente. Als
Theorie unserer rdumlichen Umwelt ist das Buch aufserordentlich erfolgreich. Fiir
mehr als zwei Jahrtausende ist es als geometrisches Lehrbuch uniibertroffen und
bildet die Grundlage fiir Vermessungslehre, Statik, Architektur und Maschinenbau.
Seine methodische Wirkung ist ungeheuer: Bis zum heutigen Tag bestimmt der
Dreiklang von Definition, Satz, Beweis die Struktur mathematischer Texte.

Gleichzeitig setzt eine modellinterne, innermathematische, rein dsthetisch moti-
vierte Kritik ein: Das Parallelenpostulat ist einfach zu kompliziert. Es mutet eher
nach einem Lehrsatz an als nach einem Axiom. Es hat daher schon friih vergebliche
Versuche gegeben, das Postulat tatsdchlich aus den anderen Postulaten herzuleiten
und damit seines Status als Axiom zu entkleiden. Dieser Ansatz findet einen vor-
laufigen Hohepunkt in GIOVANNI SACCHIERI. Im Jahre 1733 erscheint sein Werk
Euclides ab Omni Naevo Vindicatus, d.h. Euklid von allen Makeln befreit. Sein
Grundansatz wie der vieler fritherer Arbeiten besteht darin, das Parallelenaxiom
fallen zu lassen, oder gar das Gegenteil anzunehmen und zu sehen, wie weit man
damit kommt. Er leitet also immer neue Aussagen immer ungewohnlicheren Inhalts
her, bis er bei einem Lehrsatz ankommt, der ihm so absurd erscheint, daf er wie bei
einem Widerspruchsbeweis, einer reductio ad absurdum schliefst: Wir haben einen

Widerspruch hergeleitet, also war die Ausgangsannahme falsch.



Dabei macht er sich eines logischen Fehlers schuldig: Denn sein Widerspruchsbe-
weis fuit am Ende ja eben nicht auf einem Widerspruch innerhalb der Argumentati-
on, sondern appelliert an ,offenkundige anschauliche Unsinnigkeit des Ergebnisses.
Auf dem Weg dorthin hat SACCHIERI aber viele Lehrsitze einer neuen Art von
Geometrie hergeleitet, und es fehlt fast nur noch der intellektuelle Mut, die alten
Vorurteile iiber Bord zu werfen, die Dinge beim Namen zu nennen, und die neue
Geometrie als gleichberechtigt anzuerkennen. Diese Stufe nehmen ein Jahrhundert
spéter fast gleichzeitig vier Geometer an verschiedenen Stellen in Europa: Um 1825
verhelfen F. SCHWEIKART, F. TAURINUS, J. BOLYAI, und N. LOBATSCHEWSKI der
hyperbolischen Geometrie zum eigenstindigen Dasein. Uber die Frage der Gleich-
zeitigkeit und Unabhéngigkeit und die Rolle von C. F. GAUSS ist viel geschrieben
worden, das soll uns aber hier nicht interessieren.

Man kann sich mit dem folgenden Modell von H. POINCARE und F. KLEIN eine

Idee von einer hyperbolischen Geometrie verschaffen:

Die Punkte in dieser Geometrie sind alle Punkte im Innern des Kreises, die auf
dem Rand gehoren nicht dazu. Unter einer hyperbolischen Gerade wollen wir alle
Geradenstiicke verstehen, die durch den Mittelpunkt des Kreises gehen, sowie alle
Kreisbdgen, die den Rand senkrecht schneiden. Ich habe vier solche hyperbolische
Geraden eingezeichnet. Man lasse sich nicht durch die dufierliche Verschiedenheit
der Strecke und der Kreisbogen tduschen: Fiir die hyperbolische Geometrie sind
sie ganz gleichwertig. Es ist eine schéne Ubung in (euklidischer!) Geometrie, sich zu
iiberlegen, daf sich zwei hyperbolische Geraden héchstens in einem Punkt schneiden
und daf durch je zwei verschiedene hyperbolische Punkte genau eine hyperbolische
Gerade geht, und wie man diese wohl mit Zirkel und Lineal konstruieren wiirde.
In anderer Hinsicht unterscheidet sich die neue Geometrie sehr von der alten:

Zum Beispiel gibt es zu einer hyperbolischen Geraden und einem Punkt, der nicht



auf dieser Geraden liegt, unendlich viele Parallelen:

Ubrigens ist die hyperbolische Ebene keineswegs endlich und begrenzt, sondern sieht
nur in diesem euklidischen Modell so aus. Das wird sehr schén durch den folgenden
Holzschnitt* Kreislimit IT des Niederldnders M.C. Escher illustriert,

auf dem im hyperbolischen Sinne stets gleich grofe Objekte perspektivisch kleiner

erscheinen, je mehr sie sich dem Horizont des Modells nihern.?

4Dieses Bild von EscHER ist iibrigens, wie manche andere auch, keine spontane kiinstlerische
Neuentdeckung der hyperbolischen Geometrie, sondern durch die Arbeiten und den Briefwechsel

mit dem Mathematiker H.S.M. COXETER inspiriert.
5Wie auch im wirklichen Leben: Der Horizont des Meeres ist nur eine gedachte Grenze, kei-



Schauen wir uns schliefslich an, was aus dem Innenwinkelsatz geworden ist. Un-
ter dem Winkel, den zwei sich schneidende hyperbolische Geraden bilden, wollen
wir dabei den Winkel ihrer (euklidischen) Tangenten verstehen. Hier ist ein hyper-

bolisches Dreieck.

Wir sehen sofort, daff der Innenwinkelsatz falsch sein muf: Gegeniiber den euklidi-
schen Verbindungsstrecken zwischen den drei Schnittpunkten erscheinen die hyper-
bolischen Strecken ein wenig eingebeult. Die Summe der Innenwinkel wird darum
kleiner als zwei Rechte, oder 7, wenn wir im Bogenmafs messen, ausfallen. Und wie
sagt doch SPINOZA: ,,..., wie aus der Natur des Dreiecks von Ewigkeit her und in
alle Ewigkeit folgt, daf dessen drei Winkel gleich zwei rechten sind.“

Angesichts der drohenden theologischen Konsequenzen und der Tatsache, daft
wir jetzt zwei Geometrien zur Auswahl haben, die euklidische und die hyperbolische,
gelangt man zwangsldufig zu der Frage, die diesem Vortrag seinen Titel gibt: Welche
Geometrie ist denn nun richtig? Bei genauerer Betrachtung hat diese Frage einen
mathematischen und einen physikalischen Aspekt:

Der erste beriihrt die Denkbarkeit der neuen Geometrie. Ist die hyperbolische
Geometrie widerspruchsfrei denkbar? Wir erinnern uns, dafl SACCHIERI dies etwas
vorschnell verneinte, wihrend BOLYAT und LOBATSCHEWSKI, um die bekanntesten
zu nennen, die Frage bejahten. Aber wie kann man sicher sein, daff sich die hyper-
bolische Theorie nicht doch noch als inkonsistent erweist, daf nicht weitere Uberle-
gungen eines Tages echte innere Widerspriiche aufweisen? Diese Frage ist zunéchst
rein modellimmanent und von der Frage der physikalischen Wirklichkeit unabhin-
gig. Sie wird durch das POINCARE-KLEINsche Modell so beantwortet: Insofern die
euklidische Geometrie widerspruchsfrei und damit denkbar ist, denn man kann ja
auch daran zu zweifeln beginnen, so gilt dies auch fiir die hyperbolische Geometrie,

denn wir haben im Rahmen der ersteren ein Modell fiir die letztere angegeben.®

ne wirkliche, das Meer hort am Horizont nicht auf, und Schiffe, die sich dem Horizont nihern,

erscheinen immer kleiner. Aber hier reden wir bereits iiber eine andere, die projektive Geometrie.
6Das ist etwa so wie bei der Einfiihrung der komplexen Zahlen, die ihre vollen Biirgerrechte auch



Nachdem wir so die Denkbarkeit der hyperbolischen Geometrie eingesehen ha-
ben, kommt die wirklich physikalische Frage, welche der beiden nun zuléssigen Geo-
metrien fiir die Beschreibung der wirklichen Welt die richtige ist? Diese Frage lafst
sich im Gegensatz zur vorigen nicht mehr durch blofses Nachdenken entscheiden,
sondern nur durch Nachdenken und Messung.

Der Name GAUSS ist bereits mehrfach gefallen. CARL-FRIEDRICH GAUSS hat
nach eigenem Bekunden in Briefen an den Vater von BOLYAI schon etwa 20 Jah-
re frither die Unabhéngigkeit der hyperbolischen Geometrie begriffen, aber nie zu
diesem Thema, verdffentlicht, angeblich aus Angst vor dem Gesp6tt seiner Kritiker.
Jedenfalls hat er wohl die Frage nach der physikalischen Geltung zum ersten Mal
aufgeworfen und im Rahmen der Vermessung des Konigreichs Hannover, mit der
er betraut war, einem ersten Test unterzogen. Wenn wir an unser hyperbolisches
Dreieck und die Summe der Innenwinkel denken, so ist klar oder doch zumindest
plausibel, daff der Defekt der Winkelsumme um so grofer ausfallen sollte, je gro-
fer das Dreieck ist. GAUSS konnte im Verlauf seiner Landesvermessung Dreiecke
ausmessen, die grofer waren als alle je zuvor betrachteten, etwa zwischen Insels-
berg, Hoher Hagen und Brocken. Aus heutiger Sicht ist klar, daft selbst dieses grofie
Dreieck viel zu klein war, um einen merklichen Effekt hervorzubringen, und so iiber-
rascht nicht, daf GAUSS’ Messungen ergaben: Innerhalb der Mefigenauigkeit ist Nie-
dersachsen euklidisch!” Inspiriert durch die Probleme der Erdkriimmung hat GAUSS
eine Theorie im Raum gekriimmter Flichen entwickelt und als erster verstanden,
daf bestimmte Aspekte von Kriimmung intrinsische Eigenschaften der Flache sind,
und nicht von der Art abhingen, wie die Fliche im Raum liegt.

Lassen Sie mich versuchen, den Unterschied zwischen intrinsischen und extrin-
sischen Eigenschaften an zwei einfachen Beispielen zu illustrieren. Stellen Sie sich
zundchst einen nur halb aufgeblasenen Fufiball aus einem einigermafien flexiblen
Material vor. Dann fillt es leicht, den Ball in einem kleinen Bereich eben zu ma-
chen, etwa indem man den Ball gegen eine Wand driickt. Es ist banal zu bemerken,
dafs es natiirlich nicht gelingt, den Ball als ganzes flachzudriicken. Die lokale Kriim-
mung hingt von der Art ab, wie der Ball im Raum liegt, durch Driicken und Drehen
kénnen wir die Kriimmung nur verschieben, je flacher der Ball an einer Stelle wird,
desto gekriimmter wird er an einer anderen Stelle. Das Gesamtmafl der Kriimmung
bleibt immer gleich, es ist eine intrinsische, innere Eigenschaft des Balls, die Teil

seines Ballseins ist, und nicht von der Art abhéngt, wie der Ball im Raum liegt. Fiir

erst in dem Augenblick erhielten, wo WESSEL, ARGAND und Gauss ihnen Punkte in der Ebene
zuordneten, ganz so wie wir reelle Zahlen als Punkte auf der Zahlengerade auffassen. Das bedeutet
Rechtfertigung durch ein geometrisches Modell. Tatsdchlich ist die mit DESCARTES begonnene
wKoordinatisierung“ der Geometrie heute so weit getrieben, daff wir in den ersten Semestern an
der Universitdt wie auch in der Oberstufe Punkte in der Ebene und im Raum gar nicht mehr anders
als als Zahlentupel im R? oder R3 auffassen, d.h. umgekehrt Geometrie durch ein arithmetisches

Modell rechtfertigen.
"Dies ist nicht mit den Problemen zu vermischen, die sich aus der Erdkriimmung ergeben!



das zweite Beispiel denken Sie bitte an einen Wiirfel im Raum und seinen ebenen
Netzplan aus sechs Quadraten, die nach bekanntem Muster an den Kanten verklebt
werden, um den Wiirfel zu ergeben. Eine extrinsische Eigenschaft des Wiirfels ist der
diagonale Abstand zweier Wiirfelpunkte, sozusagen quer durch den Raum gemessen;
eine intrinsische Eigenschaft der Abstand derselben Punkte aufien am Wiirfel ent-
lang gemessen. Um den rdumlichen Abstand zu bestimmen, miissen wir den Wiirfel
im Raum zusammensetzen, entweder wirklich oder gedanklich. Fiir den Abstand
entlang der Oberfliche geniligt das ebene Netz zuammen mit der Information, wie
man von einem Quadrat durch Uberschreiten einer Kante und Wiedereintritt an
einer anderen Kante ins ,benachbarte Quadrat gelangt. Daraus l&ft sich alles fiir
die Abstandsfrage relevante herleiten.

Die néchste Stufe nimmt BERNHARD RIEMANN 1854 in seinem Habilitationsvor-
trag Ueber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde liegen. Darin entwickelt er
das Konzept der Mannigfaltigkeit systematisch aus der Idee kleiner lokaler Raum-
keime heraus, die zusammengesetzt erst das gesamte geometrische Gebilde liefern.
Ganz wie beim Wiirfel und seinem Netzplan geniigen die lokalen Raumkeime und
die Kenntnis, wie sie ineinander iibergehen, um die gesamte Mannigfaltigkeit zu
beschreiben. Die Frage, wie und in welcher Weise diese Mannigfaltigkeit in einem
groferen Raum drinsitzt, wird gar nicht erst aufgeworfen, und deshalb ist diese
Theorie wie geschaffen, um Riume beliebiger Kriimmung und beliebiger Dimension
zu behandeln.

Dieses mathematische Instrument wird durch A. EINSTEIN und die allgemeine
Relativitdtstheorie 1915 zum mathematisch—physikalischen Modell fiir den ,wirkli-
chen* Raum: Danach ist der wirkliche Raum nicht euklidisch, sondern gekriimmt,
wenn auch nur unmerklich, denn die Kriimmung h#&ngt an jeder Stelle von der
vorhandenen Masse ab und wird erst in Gegenwart sehr grofier Massen von Plane-
ten und Sternen und bei sehr grofier Entfernungen relevant. Das fiihrt etwa dazu,
daft Lichtstrahlen, die nahe an der Sonne vorbeilaufen, abgelenkt werden. Diese
Folgerung wurde von dem britischen Astronomen Eddinton 1919 dem Experiment
unterworfen und glénzend bestétigt.

Ich will auf die weitere Entwicklung kosmischer Theorien und Modelle nicht
eingehen, sondern einen gewagten Sprung in die 80er Jahre des 20. Jahrhunderts und
in den subatomaren Bereich machen, weil es mir erlaubt, nicht nur von gekriimmten,
sondern auch héherdimensionalen Ridumen zu sprechen. Eines der Hauptprobleme
der heutigen theoretischen Physik besteht darin, eine einheitliche Theorie fiir alle
vier Grundkréafte, also Elektromagnetismus, starke und schwache Wechselwirkung
und die Gravitation zu entwickeln. Ein solcher Ansatz ist die Stringtheorie. Ich
sollte gleich zu Beginn sagen, daff viele Physiker, vielleicht sogar die Mehrheit,
die Relevanz dieser Theorie bestreiten, weil sie Aussagen iiber Elementarteilchen
in Energiebereichen macht, die weit weg von jedem derzeitigen oder denkbaren

Experiment sind, daft sie andererseits unter Mathematikern auf grofies Interesse



stofit, weil das Nachdenken {iber Stringtheorien Tiiren in ganz neue mathematische
Gebiete mit vollig unerwarteten Zusammenhingen aufgestofien hat. Wie dem auch
sei: Jedenfalls ist einem stringtheoretischen Modell zufolge unsere Welt nicht drei-
oder vierdimensional, wenn man die Zeit mitrechnet, wie man das seit EINSTEIN
und MINKOWSKI iiblicherwiese tut, sondern zehndimensional. Was soll man sich
nun darunter vorstellen?

Lassen Sie mich wieder mit einem Vergleich beginnen: Wenn ich auf dieses Blatt
Papier etwas schreibe oder zeichne, so ist fiir mich zunéchst seine Zweidimensiona-
litét wichtig: Es hat eine Breite und Hohe, exakt A4 nach der DIN-Norm. Natiirlich
wissen wir, daf es in Wirklichkeit dreidimensional ist, es hat nidmlich auch eine
Dicke, die aber erst wichtig wird, wenn wir viele Papierblatter aufeinander stapeln.
Allerdings hat die Extradimension und das Material auch Konsequenzen fiir das
Papier im Grofien, etwa seine Biegsamkeit oder die Art, wie Tinte darauf verlduft
oder ins Papier einzieht. Eine Ameise, die {iber das Papier l4uft, bemerkt nur die
zweidimensionale Ausdehnung.

In &hnlicher Weise werden wir aufgefordert, uns die Welt zehndimensional vor-
zustellen, wobei vier Dimensionen grofs und ausgebreitet sind, eben unsere altbe-
kannten drei Raumdimensionen und die Zeit, und sechs Dimensionen sehr klein und
in sich gekriimmt und geschlossen sind wie ein Ball. Die Ameisen in diesem Bei-
spiel, die nur die vier groffen Dimensionen sehen, sind erstens natiirlich wir selbst,
aber auch viel kleinere Teilchen bis auf atomares Niveau herunter. Erst gewisse
subatomare Teilchen, die man sich in einem vielleicht etwas zu naiven Bild als in
sich geschlossene, schwingende Saiten vorstellt, spiiren die Geometrie der {ibrigen
sechs Dimensionen, dies aber dann so sehr, daft es geradezu die Geometrie dieser
sechs Dimensionen und die Art, wie sie sich denn kriimmen und zusammenschlie-
fen, sind, die der Theorie zufolge die physikalischen Eigenschaften der Elementar-
teilchen bestimmen. Im Detail ist dies alles schwierige Materie und in stindigem
Wandel begriffen. Es hat daher wenig Sinn, sich weiter in oberflichliche Spekula-
tionen zu vertiefen. Indem ich meinen Streifzug an dieser Stelle abbreche, m&chte
ich zusammenfassend die folgenden Punkte hervorheben:

Euklidische Geometrie ist ein hervorragendes und seit Jahrtausenden bewéhrtes
Modell zur Beschreibung unserer nahen rdumlichen Umwelt. In sehr grofen astrono-
mischen wie auch sehr kleinen subatomaren Bereichen ist die Theorie falsch. Statt-
dessen bendtigen wir zu einer besseren Beschreibung gekriimmte und héherdimen-
sionale Ridume. Das Studium solcher Rdume und ihrer Eigenschaften ist Aufgabe
des Mathematikers. Die Geschichte der Geometrie entsteht aus einem Wechselspiel
aus mathematikinternen Entwicklungen und Wechselwirkungen durch Einfliisse von
aufsen. Geometrische Lehrsétze sind nicht absolut, sondern kontextabhingig, insbe-
sondere gibt es viele in sich konsistente Geometrien. Geometrie, verstanden als die
Wissenschaft von der Gesamtheit aller dieser Geometrien, ist keine abgeschlossene

und tote, sondern offene, lebendige und sehr spannende Wissenschaft.
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2 Gekruimmte Raume in der Schule?

Ich behaupte, dafs Fragen der folgenden Art fiir Schiiler relevant sein kénnen, und

zwar nicht nur in Leistungs- oder Spezialkursen:

1. Was ist ein gekriimmter Raum?
2. Was ist nichteuklidische Geometrie?
3. Welche Geometrie ist die richtige?

4. Was ist die vierte Dimension?

Fiir diese These mdchte ich fiinf Begriindungen anfiihren:

Der philosophisch-mystische Einschlag der Frage nach Raum und Zeit, nach
der vierten oder gar der fiinften Dimension, sind bestens geeignet, die natiirliche
Neugier und das Interesse der Schiiler zu wecken. Ich glaube fest, daft eine intensive
Doppelstunde iiber die vierte Dimension einen nachhaltigeren Effekt hat als fiinf
Stunden Kurvendiskussion.

Nichtflache Geometrien und das Reden {iber Raum und Zeit und hohere Di-
mensionen gehoren zur virtuellen Erfahrungswelt vieler Schiiler. Viele kennen die
paradoxen Bilder von Escher und Magritte. Die Zeitungen sind im Einsteinjahr voll
von Erwdhnungen gekriimmter R&ume. Science Fiction-Filme und -Biicher reden
in grofiter Selbstversténdlichkeit von Schwarzen Lochern oder Wurmlochern und
dhnlichem krausen Zeug. Nichtorientierbare Mobiusbander finden sich schon in Ba-
stelanleitungen fiir Grundschiiler.

Die Reflexion von Geometrie vor dem geschilderten Hintergrund macht die Ein-
bindung von Geometrie in die kulturelle Entwicklung der Menschheit deutlich. Geo-
metrie verliert ihren statischen Aspekt und wird zum offenen Prozef. Es scheint
mir auch wichtig, daff Schiiler mit der Erfahrung konfrontiert werden, dafs es eine
Geometrie jenseits der Schulmathematik gibt, ist doch die schlimmste und zugleich
hiufigste Frage, die ein Mathematiker von einem Laien zu héren bekommt: Was gibt
es denn in der Mathematik {iberhaupt noch zu forschen? Dabei kann man manche
Fragen tatsdchlich ein Stiick weit behandeln, bei anderen kann es schon wertvoll
sein, sie aufzuwerfen, auch wenn sich die Antworten dem Verstindnis entziehen.

Es kann nicht schaden, wenn wir von der Standardschablone des Mathematik-
unterrichts, dafs er ndmlich langweilig ist, weil er sich in Rechenverfahren erschopft,
oder sogar schadlich, weil er einfache Alltagsweisheiten durch die Einfithrung kom-
plizierter Kalkiile bis zur Unversténdlichkeit verzerrt, wegkommen. Wir sollten eine
Geschichte zu erzdhlen haben.

Durch die Betrachtung alternativer Geometrien werden sattsam bekannte Selbst-
versténdlichkeiten pl6tzlich fragwiirdig. Der Sinn einer sauberen Begriffsbildung und

des Beweises gewinnt eine ganz neue Bedeutung.
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Und schlielich behaupte ich: Es ist machbar! Ohne das bleibt alles andere
Wunschdenken. Deshalb md&cht ich in der verbleibenden Zeit an ausgewahlten Bei-
spielen zeigen, wie man Fragen jenseits der zwei- oder dreidimensionalen euklidi-
schen Geometrie ansprechen konnte. Dabei ist alles erlaubt: Man kann mit Handen
und Fiiffen reden. Man darf mehr Fragen aufwerfen als man beantworten kann. Man
kann quantitativ oder qualitativ arbeiten, man kann in Analogien und Metaphern

reden und man kann Geschichten erzihlen.

3 Beispiele

3.1 Winkelsumme im sphéirischen Dreieck

Eine weitere Geometrie neben der euklidischen und der hyperbolischen und eine, die
im Gegensatz zur letzteren ebenfalls tausende von Jahren alt ist, ist die Geometrie
der Kugeloberfliche. Dabei ist die Anwendung auf Navigation und Erdmessung
eher neueren Datums, der eigentliche Ursprung der sphirischen Geometrie ist die
Astronomie.

Im Gegensatz zur hyperbolischen Geometrie werden hier aber noch mehr Axio-
me falsch als nur das Parallelenaxiom. Zunéchst miissen wir sagen, was wir unter
einer sphirischen Geraden verstehen wollen. Nun, der kiirzeste Weg von der Nord-
halbkugel des Globus zur Siidhalbkugel folgt einem Meridiankreis, und wenn wir
die Sonderrolle von Nord- und Siidpol aufer Acht lassen, werden wir allgemein
erkennen, dafs kiirzeste Verbindungen zwischen Punkten entlang Grofskreisen lau-
fen, das sind die grofiten Kreise, die auf der Kugel liegen. Sie lassen sich auch als
Schnittkurven der Sphéire mit einer Ebene durch den Kugelmittelpunkt beschrei-
ben. Jetzt ist sofort klar, dafs es zu einem Grofikreis durch einen Punkt aufserhalb
iiberhaupt keine Parallele gibt, denn je zwei Grofikreise schneiden sich. Das Paral-
lelenaxiom ist wieder falsch, diesmal in einem anderen Sinne als im hyperbolischen
Falle. Auch ein anderes Axiom ist falsch: Durch zwei verschiedene Punkte gibt es
zwar im allgemeinen genau einen Grofikreis, allerdings mit der Ausnahme, daff durch
zwei einander genau gegeniiberliegende, sogenannte antipodische Punkte unendlich
viele Grofikreise gehen. Aufserdem schneiden sich zwei beliebige Grofskreise nicht in
einem, sondern in zwei Punkten.® Die sphirische Geometrie hat also gegeniiber der

euklidischen gleich mehrere Defekte, dafiir hat sie andere schone Eigenschaften, von

8Alle diese Unannehmlichkeiten lassen sich durch einen Kunstgriff reparieren: Wir definieren
den Begriff ,Punkt“ folgendermafen um: Wir wollen unter einem Punkt ein Paar antipodischer
Punkte verstehen. Dann schneiden sich zwei Grofkreise in einem (!) Punkt. Auflerdem gibt es
durch zwei Punkte (also im rdumlichen Sinne vier Punkte!) genau einen Grofkreis. Damit haben
wir die Giiltigkeit dieser beiden Gesetze wieder hergestellt. Allerdings haben wir diese Reparatur
teuer erkauft. Die neue Geometrie ist nicht mehr orientiert, die Begriffe links und rechts verlieren
ihren Sinn: Man kann vom rechten Ufer eines Grofikreises zum linken wandern, ohne den Grofkreis

zu iiberschreiten...
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denen ich eine herausgreifen will.

Zuvor mochte ich Thnen Max und Moritz vorstellen:

7\

Max und Moritz sind Flachlander, d.h. es sind zweidimensionale Wesen, die einer
flachen zweidimensionalen Welt leben, und die Vorstellung, dafl es eine dritte Di-
mension nicht nur als mathematisches Abstraktum, sondern in Wirklichkeit geben
soll, ist ihnen durchaus fremd. Wie man ihren Gesichtern ansieht, sind sie etwas rat-
los. Vor kurzem ist ein flachlindischer Wissenschaftler mit der spektakuldren These
an die Offentlichkeit getreten, Flachland sei nicht wirklich flach, sondern gekriimmt.
Nun sind Max und Moritz selbst Mathematiker genug, um zu wissen, was das genau
bedeuten konnte. Und so préazisiert sich ihr Problem dahin zu entscheiden, ob sie
auf der Oberfliche einer Kugelwelt leben oder nicht doch auf einer flachen, ebenen
Welt:

?

J

Thre Idee, wie man die Frage entscheiden konnte, greift auf den alten Innenwinkelsatz
zuriick. Als streng zweidimensionaler Lehrsatz ist er Max und Moritz natiirlich

bekannt. In einer ebenen Welt ist er streng giiltig, in einer gekriimmten Welt falsch:

[ 75|

Auf der Kugeloberfliche sind Dreiecke ein wenig nach aufien ausgebeult, also genau

umgekehrt wie im hyperbolischen Fall. Die Summe der Innenwinkel ist gréfer als
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7. Und je grofer das Dreieck, desto grofer ist der Uberschuff. Ohne jede Rechnung
wird das deutlich, wenn wir ein Dreieck wahlen, wo ein Punkt auf dem Nordpol
und zwei Punkte auf dem Aquator liegen. Dann haben wir am Aquator zweimal
einen rechten Winkel, und der Uberschuf ist genau der Winkel, der von den beiden

Meridianbdgen am Nordpol eingeschlossen wird.

AN

Interessant ist nun, daft wir die qualitative Beziehung zwischen Grofie des Kugeldrei-
ecks und Winkeliiberschufs exakt machen kénnen. Es gilt ndmlich der iiberraschende
Satz:

Winkeliiberschuff = Flacheninhalt

Dabei gehen wir davon aus, dafs die Winkel im Bogenmaf gemessen werden und dafs
die Kugel den Radius 1 hat, andernfalls muff man auf der linken Seite noch mit dem
Quadrat des Radius multiplizieren. Das ist ein wunderschner Satz®. Noch inter-
essanter ist, daf es fiir diesen Satz einen elementaren, fast rechnungsfreien Beweis
gibt. Den will ich Thnen nicht vorenthalten. Zunéchst einmal ist es ein altbekanntes
Rezept, daft man Sétze, die man beweisen will, erst einmal auf Spezialfille anwen-
det, besonders auf extreme Spezialfille. Tun wir das mit dem eben angesprochenen
Poldreieck: Die gesamte Kugel hat die Oberfliche 47, die obere Hilfte also 27, ein
Teilstiick daraus mit dem Winkel a am Nordpol also den 5--ten Teil davon, macht
«. Und das ist genau der Uberschuff, wie vom Satz behauptet. Als nichstes appel-
liere ich an Thre Vorstellungskraft sich klar zu machen, daf zu jedem Dreieck X, das
von drei Grofskreisen ausgeschnitten wird, genau gegeniiber ein genau gleich grofies

antipodisches Dreieck X' gehort:

9In der hyperbolischen Geometrie gilt ein ganz analoger Satz: Der ,,Unterschuf®, also die Diffe-
renz zwischen 7 und der (kleineren) Winkelsumme ist proportional zum Flicheninhalt. Dieser Satz
ist aber nicht ganz so elementar zu beweisen wie sein sphirisches Analogon. Er hat nebenbei eine
merkwiirdige Konsequenz: Da die Winkelsumme sicher nicht kleiner als O werden kann, ist der F14-
cheninhalt eines beliebigen Dreiecks nach oben durch C'w beschrinkt, wo C' eine modellabhingige

Konstante ist. Dreiecke kénnen also nicht beliebig grof werden!
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Genauer gesagt, zerfillt die gesamte Kugeloberfliche in insgesamt vier Paare von
Kugeldreiecken. Wir projizieren nun von einem Punkt in X’ aus die Oberfliche in
eine Ebene, ganz so wie auf den Antarktiskarten in einem Schulatlas. Dabei gibt es
natiirlich Verzerrungen, aber das interessiert uns nicht, denn die Projektion dient

nicht zum Rechnen, sondern ist nur dafiir da, den Uberblick zu behalten:

Beweis:
X+A+B+C=2r
X+ A=2x
X+B=23

X+C =2y

X=a+p+v—m

In der Mitte sehen wir das Antarktisdreieck X, ganz aufen und vollig verzerrt
das gleich grofie arktische Dreieck X . Flichen mit gleichem Buchstaben bezeichnen
antipodische und daher gleich grofie sphéirische Dreiecke. Jeder Kreis schliefst eine
Halbsphére ein und hat den Fliacheninhalt 27. Das liefert die Gleichung A + B +
C+ X = 27. Auferdem bildet X zusammen mit jedem der Dreiecke A, B und C' ein
Zweieck, das genau den doppelten Flicheninhalt der oben besprochenen Poldreiecke
hat. Das liefert die Gleichungen A+ X = 2a, B+ X =23, C + X = 2~. Das ist ein
sehr einfaches Gleichungssystem, aus dem wir durch Addition und Subtraktion die
Identitdt X = a +  + v — 7 herleiten. Fertig!
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Soviel zur Winkelsumme am sphérischen Dreieck. Und um zu Max und Mo-
ritz zurlickzukommen: eine mdgliche Strategie, eine Entscheidung herbeizufiihren,
bestiinde fiir sie also darin, wie seinerzeit GAUSS auf dem Hohen Hagen die Win-
kelsumme in einem mdglichst groften Dreieck moglichst genau zu messen. Wenn die
Differenz zu w unterhalb der Mefigenauigkeit liegt, kénnen sie schlieften, daft Flach-
land entweder wirklich flach ist oder die Kriimmung sehr gering ausfallen mufs.
Weicht die Winkelsumme dagegen von 7 merklich ab, mufs Flachland krumm sein.
Das Experiment auszufiihren, {iberlassen Max und Moritz getrost ihren Physiker-

kollegen.

3.2 Kreisumfang und Kreisfliche

Wie grofs ist das Verhéltnis von Kreisumfang U zum Durchmesser d = 2r? Ich den-
ke, alle Schiiler wissen, vielleicht nicht mit diesen Worten, daft dieses Verhiltnis eine
universelle mathematische Konstante ist, die auf der ganzen Welt mit dem Buch-
staben 7, dem Anfang des griechischen Wortes fiir den Umfang, bezeichnet wird.
Jeder kennt die ersten drei Ziffern 3,14, und geduldige Menschen haben aberwitzig
viele Stellen per Hand und mit dem Computer berechnet.

Wie grof ist das Verhéltnis von Kreisfliche F' zum Quadrat des Radius? Die
Antwort ist wieder 7, dasselbe 7w wie vorher. Ist das eigentlich selbstverstindlich?
Woher weifs man das? Mufs man das eigentlich noch beweisen, oder ist das trivial?
Und wer kennt noch den Beweis?

Nach allem, was ich bisher erzihlt habe, wird es Sie nicht iiberraschen zu héren,
daf all dies in der sphérischen und in der hyperbolischen Geometrie falsch ist. Die
sphérische Geometrie ist unmittelbarer zuginglich, und ich will den Sachverhalt

hier erldutern:

T
Rcos 5

Ich habe auf einer Kugel vom Radius R aufien an der Kugel entlang von einem fest

gewidhlten Punkt aus die Strecke r abgetragen und den Kreis auf der Kugeloberfliche
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gezogen. Es ist aus dem Bild sofort klar, daff der Umfang dieses Kreises nicht von
r sondern dem Lot auf die Achse durch den gewéhlten Punkt bestimmt wird. Der
halbe Offnungswinkel ist im Bogenmaf durch r/R gegeben, das Lot also durch
Rsin(r/R) und damit der Umfang durch 27 Rsin(r/R). Fir das Verhéltnis von

Umfang und doppeltem Radius finden wir so die Beziehung

U R . r
= 7—sin —,

2 T R

und mit der Reihenentwicklung der Sinusfunktion sin(x) = x — ¢z® + ... erhalten

wir
U wr?

Wenn r also sehr klein gegen R ist, ist das Verhéltnis ungefdhr 7, sobald aber r gegen
R anwichst, wird das Verhéltnis deutlich kleiner. Jedenfalls ist es keine Konstante
mehr! Ubrigens ist ohne jede Rechnung durch blofes Hinschauen zu sehen, daf das
Verhiltnis kleiner als 7 ist, und wenn man sich an das bereits erwdhnte Prinzip hilt,
sich stets auch extreme Fille anzuschauen, so wird alles noch deutlicher, sobald der
Kreis zum Grofikreis wird oder gar wieder zu schrumpfen anféingt.

Wie steht es mit dem Fliacheninhalt des Kreises aus? Dazu mufs man den Inhalt
einer Rotationsfliche ausrechnen, was vielleicht nicht mehr ganz selbstverstandlich
zum Kanon des Oberstufenstoffs gehort. Man findet:

I

F =27 R? (1 — cos %) };

F/r2z7r-(1—1—12%+...).

Das Verhiltnis ist natiirlich wieder keine Konstante mehr, es ist vor allem verschie-
den von dem gerade berechneten Verhaltnis U/2r. Erst im Grenziibergang r — 0
werden beide zu 7 und damit gleich.

Mir geht es wohlgemerkt nicht um die konkrete Auswertung des Integrals, son-
dern die ihr vorausgehende und sich anschliefende Diskussion, die dann natiirlich
der Integralauswertung einen iiber die blofte Einlibung von Rechenfertigkeiten hin-
ausgehenden Sinn gibt: Daf U/2r und F/r? in der Ebene durch dieselbe konstante

Zahl gegeben sind, ist keine Selbstverstidndlichkeit. In einem gekriimmten Raum

17



kann man allein durch eine intrinsische Messung, fiir die man nicht aus der Kugelo-
berfliche heraustreten mufs und die deshalb auch von Max und Moritz ausgefiihrt
werden konnte, die Kriimmung bestimmen, im Beispiel der Radius R! Was wiére das

dreidimensionale Analogon?

3.3 Die vierte Dimension

In diesem letzten Beispiel mdchte ich Fragen erwéhnen, die man im Zusammenhang
mit der vierten Dimension stellen kann. Jede Diskussion iiber ,,die vierte Dimension*
sollte natiirlich mit einer Demystikfikation beginnen, was diese vierte Dimension al-
les nicht ist, und insbesondere die Zeit ausblenden. Das mufs man sorgféltig machen,
damit man reinen Tisch fiir die nachfolgende Diskussion hat.

Eine Moglichkeit besteht nun darin, den Analogieschlufs von 3 auf 4 in der Ko-
ordinatenschreibweise zu machen, und von Vektoren mit drei Komponenten auf
Vektoren mit vier oder mehr Komponenten iiberzugehen. Dann hat man sofort das
ganze Arsenal der Vektorrechnung zur Verfiigung.

Ein anderer Weg, und den will ich andiskutieren, besteht darin, kombinatorische
Fragen in den Vordergrund zu stellen: Die Seiten eines Quadrats sind Strecken, die
Seiten(flichen) eines Wiirfels sind Quadrate, was sind dann die Seiten(korper?) des
vierdimensionalen Analogons? Eine Strecke hat zwei Ecken, ein Quadrat vier, ein
Wiirfel acht; wieviele Ecken hat dann ein vierdimensionaler Wiirfel? Wenn man
nun doch mit Koordinaten arbeitet, kann man die hier erarbeitete Heuristik exakt
machen, indem man die Koordinaten fiir die 16 vermuteten Ecken hinschreibt. Das-
selbe Spiel kann man mit Dreieck und Tetraeder spielen. Die héherdimensionalen
Analoga zu Dreieck und Tetraeder nennt man iibrigens Simplexe.

Auf ein Buch von ABBOTT, das ich Thnen am Ende noch vorstellen werde, geht
wohl die Idee zuriick, das Problem, wie man sich vierdimensionale Geometrie vor-
stellen soll, zu erldutern, indem man stattdessen iiber das entsprechende Problem
spricht, wie sich Max und Moritz und andere Flachldnder die dritte Dimension vor-
stellen soll. Was wiirde ein Flachlédnder sehen, wenn eine dreidimensionale Kugel
plotzlich von oben nach unten durch Flachland durchféllt? In dem Augenblick, wo
die Kugel die Ebene beriihrt, sehen die Flachlander einen Punkt, der sich allmahlich
vergrofert und zu einem Kreis auswichst, der irgendwann wieder zu schrumpfen be-
ginnt, zu einem Punkt wird und schlieflich ganz verschwindet. Was wiirden also wir
sehen, wenn vor uns eine vierdimensionale Kugel durch unseren Raum fiele? Und
jetzt fingt der Spaf an: Was sehen Flachlinder, wenn ein Wiirfel durch Flachland
fiele? Wenn der Wiirfel parallel zu Ebene ausgerichtet ist, etwas sehr langweiliges:
Erst nichts, dann lange Zeit ein Quadrat, und plétzlich wieder nichts. Und wenn
der Wiirfel mit der Spitze zuerst kommt? Ich denke, an dieser Stelle miissen wir
alle schon etwas nachdenken, bevor wir auf die richtige Losung kommen. Ich habe

einige Erscheinungsformen stroboskopartig herausgegriffen und hier hingezeichnet,
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die Zeit 1auft von links nach rechts:

> > >0 4 s

Das Auftauchen des Sechsecks ist sicher fiir die meisten Schiiler eine groRe Uberra-
schung und zu weiteren Diskussionen Anlaf geben.

Und jetzt kommt die eigentliche Herausforderung: Was sehen wir, wenn ein
vierdimensionaler Wiirfel mit der Spitze voran durch unseren dreidimensionalen
Raum f3llt? Lassen Sie mich mit dieser Frage meinen Vortrags schliefsen und nur
noch erwihnen, daft mein Kollege van Straten diese Frage einem Oberstufenkurs im
Rahmen eines Kursbesuchs an der Universitat vorgelegt hat und daf die Schiiler in
Gruppenarbeit sehr wohl in der Lage waren, nach einigem mentalen Ausprobieren

und vielen Diskussionen auf die richtige Losung zu kommen.

4 Anhang: Literaturhinweise

Ich mo6chte Thnen einige Biichern zur Lektiire empfehlen, die Thnen vielleicht weitere An-

regungen zum behandelten Thema geben. Als erstes fillt mir ein:
1. Egmont Colerus, Vom Punkt zur vierten Dimension.

Ein wunderschénes Buch, das in unterhaltsamem Ton iiber euklidische und projektive
Geometrie, ebene und sphérische Trigonometrie, das Parallelenaxiom und schliefilich die
vierte Dimension redet. Ein Buch, das ich in der Mittelstufe zu lesen begann. Soviel ich
weif}, ist es schon seit einiger Zeit nicht mehr gedruckt worden, und man muf antiquarisch
danach suchen.

Die folgenden drei Biicher gehéren in gewissem Sinne zusammen.

2. Edwin E. Abbot, Flatland, a Romance in many dimensions. Deutsch: Flachenland,

erschienen bei Franzbecker Salzdetf.
3. Dionys Burger, Sylvestergesprache eines Sechsecks. Aulis Verlag Deubner.

4. Tan Stewart, Flacherland, die unglaubliche Reise der Vicky Line durch Raum und
Zeit.

Das Buch von Abbot stammt aus dem ausgehenden 19. Jahrhundert und ist ein absoluter
Klassiker. Die Biicher von Burger und Stewart aus unserer Zeit sind zwei verschiedene
Fortsetzungen des Buches von Abbot, die dort ankniipfen, wo Abbot endet. Flatland ist
eine Welt von zweidimensionalen Wesen: allesamt Polygone, so wie auch der Ich-Erzihler,
der sich als Quadrat vorstellt. Das Buch ist nebenbei eine Satire auf die viktorianische
Gesellschaft, und so gibt es auch in Flachland eine strenge gesellschaftliche Hierarchie,
wobei sich die Stellung eines jeden Einzelnen nach der Zahl seiner Ecken richtet. Und
Frauen haben mit gar nur zwei Ecken als rein eindimensionale Strecken gar nichts zu sa-
gen. Eines Tages stoft die schon oben zitierte dreidimensionale Kugel in die Wohnstube
des Erzdhlers... Abbot bringt also das Problem des héherdimensionalen Raumes seinen

Lesern dadurch ndher, daf er selbst eine Dimension absteigt und {iber die Schwierigkeiten
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schreibt, die zweidimensionale Wesen haben wiirden, sich eine dritte Dimension vorzustel-
len. Burger greift auf dasselbe methodische Konzept zuriick, um iiber gekrimmte Réume
und allgemeine Relativitétstheorie zu reden. Der Hauptheld der Geschichte ist ein Sechs-
eck, der Enkel besagten Quadrats. Stewart geht noch einen Schritt weiter und macht neben
héherdimensionalen und gekriimmten Riumen alle modernen Theorien zum Thema, die
aus der klassischen Geometrie entstanden sind: Topologie, endliche Geometrie, Fraktale
Welten. Dabei nimmt er sich leider bei jedem Thema sehr wenig Zeit und hetzt seine Fi-
guren durchs Phantasieuniversum. Ganz zeitgeméf ist die frauenfeindliche viktorianische
Welt von Flachland inzwischen (fast) emanzipiert und die Hauptheldin des Buches ist ein
Maidchen, eben Vicky Line.

Hier noch eine griindliche Geschichte der Geometrie aus der Feder von zwei Mathema-

tikhistorikern mit zwei hiibsch zusammenpassenden Namen:
5. Scriba, Schreiber: 5000 Jahre Geometrie, Springer Verlag.

Mich hat etwas verstort, daft gerade die hochspannende Entwicklung der Geometrie im 20.
Jahrhundert fast vollig zu kurz kommt. Stattdessen heben die Autoren auf Entwicklungen
ab, die nach meiner Einschitzung zwar auch wichtig sind, wie etwa die der Mafitheorie und
Funktionalanalysis, die aber nicht die Hauptrichtungen wiedergeben. Differentialgeometrie,
algebraische Topologie und algebraische Geometrie kommen fast gar nicht vor. Vielleicht
kommt hier mehr der etwas einseitige Blickwinkel der Autoren zum Ausdruck. Wenn aber
Geometrie als lebendige Wissenschaft présentiert werden soll, dann darf man eben nicht
bei Zirkel und Lineal stehen bleiben. Aber das ist nur Makelei: es ist ein sehr brauchbares
und lesenswertes Buch.

Die folgenden Sachbiicher sind eher physikalisch orientiert.

6. Leonard Mlodinow, Das Fenster zum Universum. Campus.

7. Brian Greene, Das elegante Universum. Siedler, Berliner Taschenbuch-Verlag.
8. Max Born, Die Relativititstheorie Einsteins. Springer.

Das Buch von Mlodinow leistet das, was der Untertitel Eine kleine Geschichte der Geome-
trie anzeigt. Das Buch von Greene war vor einigen Jahren ein Bestseller. Greene beschreibt
darin fiir den Laien einige zentrale Ideen der Stringtheorie. Das zweite Drittel des Buches
gibt einen forschungsgeschichtlich hochspannenden Einblick hinter die Kulissen und in die
Interaktion zwischen Stringtheorikern und algebraischen Geometern. Das Buch von Max
Born ist ein Klassiker. Von den genannten ist es das wissenschaftlichste: es enthélt ziemlich
viele Formeln, fiir aufgeweckte Oberstufenschiiler sehr wohl zugénglich.

Und etwas weniger wissenschaftlich fallen mir zum Thema Erdvermessung schlieftlich
noch eine kiirzlich erschienene romanhafte Doppelbiographie iiber Gauf und Alexander

von Humboldt und ein Sachbuch mit selbsterklirendem Titel ein:
10. Daniel Kehlmann, Die Vermessung der Welt. Rowohlt.

11. John Keay, Expedition Great Arc. Die abenteuerliche Vermessung des indischen

Subkontinents. Campus.

20



